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考虑接触非线性的西安明城墙稳定分析 
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摘  要：西安明城墙是由内芯土和外包墙组成的人工黄土边坡。强度折减有限元法是分析土坡稳定性、确定土坡最小

安全系数的有效方法，但应用该方法计算城墙的安全系数时，却难以处理外包墙上的潜在破坏面对城墙稳定性的影响。根据

外包墙破坏的实际情况，假设了不同形式和位置的潜在破坏面来模拟外包墙的破坏形态，通过考虑软化性能的界面本构方程，

应用强度折减有限元法确定了外包墙的最危险破坏形态，并基于此破坏形态研究了影响城墙稳定性的主要因素，可为古城墙

的稳定性评估和保护修缮提供依据。分析表明，城墙内芯土潜在滑动弧可简化为一条直线，其顶点位于坡肩内约 3 m 处；城

墙沿该滑动弧的安全系数满足稳定性要求；外包墙的破坏形态和砂浆强度、外包墙与内芯土之间的摩擦系数是影响城墙变形

破坏的主要因素。 
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Stability analysis of Xi’an city wall considering nonlinear contact 
 

ZHANG Ke1，WU Min-zhe1，MENG Zhao-bo1，LI Zhi-hong2 
（1. School of Civil Engineering, Xi’an University of Architecture and Technology, Xi’an 710055, China;  

2. Institute of Geotechnical Investigation and Design, MMI, Xi’an 710043, China） 
 

Abstract: Xi’an city wall is an artificial loess slope composed of inner-soil and outer-brick masonry. Strength reduction FEM is an 
effective method for analyzing the slope stability and calculating the safety factor. But when it is applied to analyze the wall’s stability, 
such difficulties emerge as the potential fracture face in the outer-brick masonry and the interface between inner-soil and outer-brick 
masonry. According to the contact condition, a plastic interface constitutive equation considering the softening on shear capacity is 
developed to analyze the stability of Xi’an city wall by using strength reduction FEM. The results indicate that the potential slip circle 
could be simplified to a line with the vertex 3 m away from the slope shoulder. And the safety factor along this line can meet the 
engineering requirements of stability. Furthermore, several principal factors that affect the deformation and damage of the wall are 
determined, such as the shearing strength of outer-brick masonry and the friction coefficient between inner-soil and outer-brick 
masonry. So it can serve the stability assessment and renovation of the city wall. 
Key words: city wall; stability; interface constitutive equation; strength reduction FEM 
 

1  引  言 

西安明城墙是由内芯土和外包墙组成的人

工黄土边坡，其横断面呈梯形，高 12 m，底宽

15～18 m，顶宽 12～15 m，总周长 11.9 km。 
西安明城墙历经 600 多年的风雨剥蚀和人类活

动，已出现了不同形式的灾害，如沉陷、裂缝、脱

空、鼓胀以及墙体剥蚀等。2006 年 7 月，在南门至

文昌门段内侧进行“城墙包砌抢修”施工中，因失去

外包墙的支撑，近 30 m 长的内芯土发生塌陷，暴

露出城墙本身的稳定性存在严重问题。而目前针对

城墙结构性能的研究十分少见[1－3]。 
强度折减有限元法是分析土坡稳定性、确定土

坡最小安全系数的有效方法[4－7]，但应用该方法计

算城墙的安全系数时，却难以处理外包墙上的潜在

破坏面对城墙稳定性的影响。本文根据城墙外包墙

破坏的实际情况，假设了不同形式和位置的潜在破

坏面来模拟外包墙的破坏形态，通过考虑软化性能

的界面本构方程，应用强度折减有限元法确定了外

包墙的最危险破坏形态，并基于此破坏形态研究了
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影响城墙稳定性的主要因素，可为古城墙的稳定性

评估和保护修缮提供依据。 

2  城墙结构概况与有限元模型 

2.1  城墙结构概况 
西安城墙由地下基础和上部墙体两部分组成。

城墙的地下基础为较墙体有一定外放尺寸的倒梯形

素土夯实层。城墙的上部墙体又可分为内芯土和外

包墙两部分（图 1）：①内芯土，城墙内芯土为 8～
10 cm 厚的多层板筑夯土，从地下基础顶面开始，

逐层夯筑至城墙顶，顶上再加铺一层灰土垫层。②

外包墙，城墙的外包墙为下设砖石墙基的砌体墙。

其砖石墙基在地平上于外侧顺墙并行平铺两排花岗

岩石条，石条内平砌大砖 3 层，再于此砖上平砌 2
层砖，形成断面宽 2.15 m，高 0.50 m 的长方形砖石

墙基。 
外包墙从砖石墙基开始向上砌 3 大阶至城墙墙

面，层层向内收缩，自墙基至城顶面收缩约 1.98 m，

坡度约 80°，属中边悬坡。外包墙所用城砖尺寸（长

×宽×高）为 450 mm×225 mm×100 mm，比例关

系大约为 4：2：1。城砖以白灰砌筑，灰层厚 10～
15 mm，粘结牢固。 
 

 

图 1  城墙结构 
Fig.1  Structure of Xi'an city wall 

 
2.2  有限元模型 

根据城墙结构概况，建立城墙的二维平面应变

模型（图 2），采用强度折减有限元法研究城墙的稳

定性能，其计算原理分述如下。 
2.2.1 强度折减有限元法 

强度折减有限元法是一种用来确定土坡最小安

全系数的方法，也是应用有限元分析土坡稳定的有

效方法[4－5]。它通过逐步折减土的抗剪强度，使土

坡达到破坏的临界状态，并定义此时的折减系数为

土坡稳定的安全系数 sF ，具有强度储备的物理意

义。 

土抗剪强度参数的折减原则： 

/c c R  ； arctan(tan / )R        （1） 

为了考虑剪胀角的影响，取 
arctan(tan / )R             （2） 

式中： R 为强度折减系数； c 、 、 分别为土的

原始黏聚力、内摩擦角和膨胀角； c、 、 分
别为折减后土的黏聚力、内摩擦角和膨胀角。 

2.2.2 内芯土的 Drucker-Prager 模型及参数 
研究指出[4, 8－9]，采用土的弹塑性模型进行强度

折减有限元计算，不仅可以计算出土坡稳定的安全

系数，而且可以根据土坡内形成的剪切带，确定土

坡的潜在滑移面。Drucker-Prager 模型是建立在广 
义 Mises 屈服准则基础上的一种弹塑性模型，因此

可用来模拟城墙上的内芯土，它的屈服函数为 

2 1 0F J I k            （3） 

式中： 1I 为应力张量的第一不变量； 2J 为偏斜应力

张量的第二不变量； 、 k 为模型中的参数，可用

土的黏聚力 c 、内摩擦角 和膨胀角 表示为 

 2

2

9sin  
tan sin 3 9 tan
(9 tan ) cos

3(9 tan )

ck




  
  



 
  

 
 

   （4） 

内芯土的计算参数根据机械工业勘察设计院对

西安城墙的病害勘察报告，示于城墙的二维平面应

变模型上，如图 2 所示。 
 

 
图 2  城墙平面应变模型 

Fig.2  Plane strain finite element model of Xi'an city wall 
 
2.2.3 外包墙的计算模型及参数 

城墙的外包墙为砖石墙基的砌体墙，其极限强

度、弹性模量均比内芯土大，因此，在考虑二者相
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互作用的模型中，可以采用各向同性的线弹性本构

模型来描述外包墙的力学行为。同时，采用自接触

界面来描述外包墙潜在破坏面的滑移失稳。外包墙

线弹性本构模型的计算参数根据太原理工大学对明

清城墙砖和砂浆的试验，取 MU10 等级的砖和 M2.5
等级的砂浆组成的砌体对应的计算参数[10－11]，具体

为 316.67 kN/m  ， 1.38 MPaf  ， 1 918 MPaE  ，

0.15  ， 0, 0.13 MPaV kf  。 

3  接触界面 

考虑内芯土与外包墙之间的相互作用，引入两

种不同的接触界面进行计算。第 1 种界面为外包墙

上的自接触界面。它是一种虚拟界面。根据外包墙

呈 3 大阶收缩的结构情况，假定了不同形式和位置

的潜在破坏面，用来模拟外包墙的破坏形态对城墙

稳定性的影响，并最终确定外包墙的最危险破坏形

态。第 2 种界面为外包墙-内芯土接触界面，它是外

包墙和内芯土之间的相互接触界面。引入此种界面

的目的是为了考察二者间接触界面的特性对城墙稳

定性的影响。 
外包墙上的虚拟自接触界面和外包墙-内芯土

接触界面都要满足一定的接触界面条件，并需采用

一定的界面本构方程进行描述。 
3.1  接触界面条件 

接触界面在未发生滑动前，其两部分相互接 
触，但不能发生重叠，即其界面必须同时满足面力

平衡和不可侵彻性条件。 
在平面应变模型中，接触界面是一条直线。设

da、 db是接触线上相互接触的两个微段，二者的

法线方向为 an 和 bn ，面力向量为 at 和 bt ，运动速

度为 av 和 bv ，则 
（1）面力平衡条件为 

0a b t t              （5） 

面力平衡条件包含两个子条件： 
①法向面力不能是拉力，即 

N N N 0a bt t t   ≤          （6） 

②接触界面在切线方向满足动量平衡的要求。 
因接触界面上不存在质量， 

故                T T 0a bt t                （7） 

式中法向面力不能是拉力，是判断滑移线是否

发生接触的基本条件；接触界面的切向面力平衡方

程，是判断接触界面是否滑移的条件。 

（2）以率形式表示的不可侵彻性条件为 

N

N N

( )

        0

a a b b a b a

a bv v

     

 ≤

v n v n v v n      （8） 

式中： N 为接触界面的侵彻率；v为接触界面的运

动速度；下标N 、T 分别表示接触界面的法线和切

线方向。 
3.2  界面本构方程 

根据接触界面满足的两种接触条件，可以建立

接触界面的塑性本构方程。这一过程需要定义面力

t 的 2 个函数，即屈服函数 T N( ,  )F t t 和势函数 T( ,  G t  

N )t 。屈服函数 T N( ,  )F t t 给出了接触界面的切向面

力，并由此可以确定接触界面开始滑动的条 件；势

函数 T N( , )G t t 确定了滑动时的塑性应变率和切向面

力之间的关系[12]。 
设接触线  上的任意小线段 dl 都满足

Coulomb 摩擦条件，则线段dl 上的切向承载力为 

f N N Nd ( ( ) ( ) )dl t t t l          （9） 

式中： N( )t 为接触界面的抗剪强度线与纵轴的截

距； N( )t 为该强度线的斜率。二者均为垂直压应

力 Nt 的函数。线段dl 上的切向承载力 f 随垂直压应

力 Nt 而变化，并可通过参数 N( )t 和 N( )t 来确定。 
将式（9）在滑移线 上积分得其总切向承载

力为 

N N Nf
d ( ( ) ( ) )dT l t t t l

 
         （10） 

而接触线  在外部切向荷载 T TdT t l


  下平

衡，即 

T N N Nd ( ( ) ( ) )dt l t t t l
 

       （11） 

故滑移线 上的屈服函数为 

T N T N N N( , ) d ( ( ) ( ) )d 0F t t t l t t t l
 

       （12） 

此屈服函数在 T N-t t 平面上为关于 Nt 对称的两

条曲线。 
设接触线 上的塑性响应符合关联流动法则，

则接触线滑动时的势函数与屈服函数具有相同的形

式，即 

T N T N N N( ,  ) d ( ( ) ( ) )d 0G t t t l t t t l
 

       

                                     （13） 
则结构面的滑动率 T N( ,  )G t t 为 

2915 
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N
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
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G
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 





        （14） 

3.3  界面接触属性 
虽然外包墙上的自接触界面和外包墙-内芯土

接触界面都满足相同的接触条件，也可以通过相似

的界面本构方程进行模拟，但它们之间的接触属性

却存在差异。欲使用 3.2 节构造的界面塑性本构方

程，需要根据不同界面的接触属性，确定抗剪强度

f 随垂直压应力 Nt 的变化规律。 
3.3.1 外包墙上的自接触界面 

外包墙的抗拉强度很小，而其抗剪强度 y 随垂

直压应力 Nt 的增大而不断变化，在 Nt 增大到一定程

度后砌体的抗剪强度 y 不断下降，表现出一种软化

特性[11]。故利用接触界面来模拟外包墙上的潜在滑

移线时，忽略砌体的抗拉强度，只根据砌体的抗剪

强度 y 与垂直压应力 Nt 的关系，确定不同轴压比

N /t f 作用下外包墙的抗剪强度为（图 3） 

N

N

N

N

f N

f N

f N

f N

f

= 0.4  + 0.062 8 ,             ( / [0,0.25])
= 0.224  + 0.106 8 ,         ( / (0.25,0.55])
= 0.037  + 0.250 4 ,     ( / (0.55,0.82])
= 0.416 7  + 0.561 7 ,  ( / (0.82,0.94])
= 3.133 3

t f t f
t f t f

t f t f
t f t f










 
 
 N N + 3.133 3 ,  ( / (0.94,1])t f t f







 

 

                                       （15） 
式中： f 为砌体的抗压强度标准值。 
 

 
图 3  外包墙抗剪强度的归一化曲线 

Fig.3  Shearing strength curves of outer-brick masonry 
 
3.3.2 外包墙-内芯土接触界面 

内芯土与外包墙变形不协调，导致二者之间的

接触界面上存在压应力和剪应力。当此剪应力达到

某一数值时，接触面才产生相对的塑性滑动，故可

以采用刚塑性模型来计算。计算时假定接触界面的

抗剪强度线与纵轴的截距 N( ) 0t  ，斜率为

N( ) 0.5t  ，故得该接触界面的抗剪强度为

f N0.5t  。 

4  城墙失稳的特征 

采用上述计算模型，以外包墙遵从 11 破坏形

态为基本情况，研究城墙失稳的基本特征。 
4.1  内芯土的塑性应变 

考察内芯土塑性应变 max
p 随折减系数 R 的发展

过程（图 4）可以看出，城墙内芯土首先在上部薄

弱土层的底部产生了较大的塑性变形。当 1.15R 
时，外包墙-内芯土接触界面也产生了塑性变形。这

两部分的塑性变形随着折减系数的增大而不断发

展，最后在 C 点相互连通，形成了一个完整的滑动

弧。滑动弧形成以后，外包墙处平面弯曲不断增大，

潜在破坏面的抗剪强度降低，最终导致城墙失稳破

坏。由塑性应变的分布(图 4(d))可知，城墙内芯土

潜在滑动弧的顶点在坡肩内约 3 m 的 B 点。由点 A、
B 和 C 可以确定城墙内芯土滑动弧的位置。因滑动

弧半径很大，故可简化为一条直线，见图 4（d）。 
 

      
（a）R =1.00              （b）R =1.15 

      
（c）R =1.20               （d）R =1.25 

图 4  内芯土的塑性应变 
Fig.4  Plastic strain of inner-soil 

 
值得注意的是，土层性质的差异造成塑性应变

在土层界面上产生间断现象。特别是在图 4（d）中

的C点左下侧存在一个没有发生明显塑性变形的区

域，这是由于中部土层的抗剪强度大于上部土层造

成的。 
4.2  外包墙上潜在破坏面的滑移量 

研究外包墙上潜在破坏面的滑移量随折减系数

的变化（图 5）可知，当抗剪强度折减到一定数值

时，外包墙上潜在破坏面的滑动量 急剧增大，这

说明城墙失稳具有突发性。本文采用滑移量突变判

据作为判断城墙是否失稳的标准，以  时 R 

p 3
max 6.1 10    C 

B 

A 

p 3
max 8.1 10    

p 3
max 3.4 10  

 

p 3
max 1.8 10    
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曲线（见图 5）上最小曲率半径处的滑动增量与折

减系数增量的比率 cs 作为判断依据，此处 c /s    
R  2.25 。当滑动量随折减系数的增长超过此值

时，即认为城墙发生了失稳破坏。 
 

 
图 5  外包墙上潜在破坏面的滑移量 

Fig.5  Slippage on the potential fracture face of  
outer-brick masonry 

 
4.3  外包墙上的土压力 

如图 6 所示，以潜在破坏面滑移前外包墙-内芯

土界面的接触压力作为外包墙的主动土压力，可见，

其主要分布在 8 m 以下的接触面上，这与朗肯和库

仑理论计算得到的主动土压力在分布范围和数值上

都存在较大差异，这是由于朗肯和库仑土压力理论

没有考虑墙体变形对土压力的影响，而外包墙在内

芯土压力作用下发生了整体弯曲变形，从而改变了

外包墙土压力的分布。此外，当外包墙上的潜在破

坏面滑移后，外包墙上的主动土压力的分布也发生

了变化。 
 

 
图 6  外包墙上的土压力 

Fig.6  Earth pressure on the outer-brick masonry 
 

5  影响城墙稳定性的因素 

5.1  外包墙自接触界面的形式和位置 
根据外包墙的 5 种破坏形态（图 2），研究不同

形式和位置的潜在破坏面对城墙稳定性的影响，并

针对同一位置不同形式的 3 种界面 11 、 21 和 31 ，

分别建立不同的有限元模型计算城墙的安全系数。

结果表明，同一位置的潜在破坏面，其倾斜角度越

大，城墙的稳定性越低。 
针对同种形式不同位置的 3 种界面 11 、 12 和

13 进行计算，结果表明潜在破坏面的位置越高，

城墙的稳定性越好。当接触界面为 11 、 12 时，计

算得到的安全系数分别为 1.247 和 1.575；当界面为

13 时，城墙虽然在上部土层中形成了滑动面，但

由于外包墙的约束作用，当强度折减系数很大时仍

没有出现失稳现象。 
综上所述，外包墙的破坏形态对西安城墙稳定

性存在重要影响。外包墙呈现 11 的破坏形态时，

城墙具有最小的强度折减系数，此即城墙稳定性的

安全系数， s 1.247F  。 
5.2  土层的剪胀角 

图 5 也对比了  和 0  时的 -R 曲线。经

对比计算可知，考虑夯筑土过大剪胀时，城墙稳定

的安全系数 s 1.247F  ；完全不考虑夯筑土剪胀时，

s 1.235F   ，二者仅相差 1%。故膨胀角对城墙稳定

性的影响较小。 
5.3  外包墙砂浆的强度等级 

砂浆强度是决定砌体抗剪强度的主要因素，而

砌体的抗剪强度决定了潜在破坏面的切向承载力。

通过变化砂浆的强度，得到不同砂浆强度等级对应

的 -M R曲线（图 7）。该曲线表明，城墙的稳定性

受外包墙砂浆强度的影响很大，其安全系数随砂浆

强度等级的提高而增大。当砂浆强度等级从 M0.4
提高为 M5.0 时，城墙的安全系数增大为 1.254，比

砂浆强度等级为 M0.4 时增大 13.4%（表 1）。故合

理提高外包墙的砂浆强度可以增加城墙的稳定性

能。 

 

 
图 7  砂浆强度对城墙稳定性的影响 

Fig.7  Influence of mortar strength on the  
stability of Xi'an city wall 

 = 
 =0 

 
/

m
m
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5.4  外包墙与内芯土之间的摩擦系数 
取外包墙与内芯土之间的摩擦系数在 0.30 

（潮湿）和 0.50  （干燥）之间变化，得到不同

摩擦系数对应的 -R 曲线（图 8）。可见，城墙的稳

定性随着摩擦系数的增大而提高，其中当外包墙与

内芯土之间的界面处于干燥状态时，其安全系数为

1.247，比界面潮湿状态时提高 6.8%，比不考虑二

者之间的摩擦时提高 10.5%（表 1），这是由于外包

墙与内芯土之间的摩擦力限制了内芯土滑动弧的滑

动，故防止雨水浸润外包墙与内芯土之间的接触面

也可以增加城墙的稳定性。 

 
图 8  摩擦系数对城墙稳定性的影响 

Fig.8  Influence of friction coefficient on the  
stability of Xi'an city wall 

 
表 1  不同因素影响下城墙的安全系数 

Table 1  Safety factor of Xi'an City Wall in different situations 
膨胀角 砂浆强度 M 摩擦系数 

安全系数 
 0 5.0 1.0 0.4 0 0.30 0.35 0.40 0.45 

Fs 1.247 1.235 1.254 1.205 1.106 1.128 1.168 1.179 1.202 1.221 

 

6  结  论 

（1）城墙内芯土潜在滑动弧可以简化成一条直

线，其顶点位于坡肩内侧约 3 m 处。城墙沿该滑动

弧的安全系数为 s 1.247F  ，满足稳定性的要求。 
（2）外包墙上的土压力与朗肯主动土压力和库

仑主动土压力存在较大差异。 
（3）外包墙的破坏形态与砂浆强度、外包墙与

内芯土之间的摩擦系数是影响城墙变形破坏的主要

因素。城墙的稳定性受内芯土剪胀角的影响较小。 
（4）在城墙修缮保护工程中，合理提高外包墙

的砂浆强度，改善海墁的防水排水性能，防止雨水

浸润外包墙与内芯土之间的接触面都是提高城墙稳

定性的重要措施。 
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